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Аннотация. Статья посвящена исследованию поведения решения полного уравнения Бу-

кингама в различных интервалах входящих в него величин и определению его адекватной 

аппроксимации для условий проектировочного и поверочного расчетов гидротранспортных 

комплексов, перекачивающих пульпы с концентрацией пасты. Целью статьи является обосно-

вание научных основ проектировочного и поверочного расчетов гидротранспортных ком-

плексов, перекачивающих пульпы с концентрацией пасты, с учетом особенностей поведения 

решения полного уравнения Букингама в различных интервалах входящих в него величин. С 

использованием методов теории размерности, основных теорем алгебры, решения Кардано, а 

также свойств корней полиномов третьей и четвертой степени получено аналитическое реше-

ние полного уравнения Букингама в универсальных безразмерных величинах, учитывающих 

характеристики суспензии, течения и трубопровода. Исследованы особенности поведения 

этого решения в различных интервалах входящих в него величин. Это позволило выделить 

наиболее вероятный диапазон изменения параметров при расчетах расходно-напорных характери-

стик гидротранспортных систем и обосновать для него линейную зависимость между дейст-

вующим перепадом давлений, начальным касательным напряжением и объемным расходом сус-

пензии, коэффициенты которой не зависят от свойств твердой фазы, диаметра или материала 

трубопровода. Предложена оценка интервалов безразмерного расхода суспензии, в которых 

вклад в величину гидравлического уклона вязкости пульпы с концентрацией пасты или на-

чального касательного напряжения будет преобладающим. Полученные результаты позволяют 

научно обоснованно определять величину гидравлического уклона в зависимости от расхода 

пульпы с концентрацией пасты, начального касательного напряжения и вязкости суспензии, а 

также диаметра трубопровода и адекватно проводить проектировочный и поверочный расчеты 

гидротранспортных комплексов, перекачивающих пульпы с концентрацией пасты. 

Ключевые слова: гидротранспорт, пульпа с концентрацией пасты, начальное напряже-

ние сдвига, гидравлический уклон, уравнение Букингама. 
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Введение. Дальнейшая работа горно-обогатительных комбинатов (ГОК) 

Украины сдерживается многими экологическими и экономическими фактора-

ми, преодоление которых возможно исключительно за счет внедрения новых 

перспективных технологий. Одной из них является технология пастового сгу-

щения отходов обогащения, внедрение которой позволяет значительно сокра-

тить объемы хранилищ, объемы перемещаемой оборотной воды и затраты элек-

троэнергии, но требует кардинального и дорогостоящего переоснащения сис-

тем оборотного водоснабжения и складирования отходов [1  8]. Опыт внедре-

ния этой технологии на ГОКах стран СНГ, а также на обогатительных фабриках 

Финляндии, Канады и США свидетельствует, что реологические характеристи-

ки пульп из отходов обогащения медных, никелевых и железных руд, сгущае-

мых до концентрации пасты, наиболее точно описываются законом Бингама-

Шведова [4, 5, 9, 10]. Использование этой закономерности для расчетов рас-

ходно-напорных характеристик (РНХ) гидротранспортных систем предполагает 

решение нелинейного уравнения Букингама [7  10] 
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где Q  – объемный расход пульпы с концентрацией пасты (ПКП);   – константа, 

равная 3,14; R  – внутренний радиус трубы; P  – действующий перепад давлений; 

  – эффективная вязкость ПКП; L  – длина трубопровода; 0  – начальное каса-

тельное напряжение суспензии (НКН). 

Формула (1) не позволяет получить аналитическое решение ни в случае проек-

тировочного расчета, когда определяют диаметр трубопровода и РНХ насосов, ни 

в случае поверочного расчета, когда рассчитывают подачу установки и развивае-

мый напор. В обоих случаях требуется решение нелинейного уравнения четвертой 

степени, однако большое количество варьируемых величин затрудняет использо-

вание численных методов. 

В сложившихся условиях большинство авторов предлагают рассматривать 

упрощенное уравнение Букингама, которое предполагает линейную зависи-

мость между действующим перепадом давлений и объемным расходом ПКП [7, 

10] 
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где b,a  – опытные коэффициенты, определяемые по экспериментальным дан-

ным для суспензий того или иного типа [7]. 



На практике определение опытных коэффициентов a  и b  вызывает значи-

тельные затруднения, поскольку неизвестны факторы, влияющие на их величи-

ны. Таким образом, задача исследования поведения решения уравнения (1) в 

различных интервалах входящих в него величин и определения адекватной ее 

аппроксимации для условий проектировочного и поверочного расчетов гидро-

транспортных комплексов, перекачивающих ПКП, является важной и актуаль-

ной. 

Целью статьи является обоснование научных основ проектировочного и по-

верочного расчетов гидротранспортных комплексов, перекачивающих ПКП, с 

учетом особенностей поведения решения полного уравнения Букингама в раз-

личных интервалах входящих в него величин. 

Результаты исследований. Выражение (1) с учетом возможных безразмер-

ных величин рационально преобразовать к следующему алгебраическому урав-

нению четвертой степени [9, 10]: 
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действительными корнями которого являются точки пересечения параболы 

четвертой степени с поднятыми вверх ветками, вершиной в начале координат и 

прямой линии пересекающей оси ординат и абсцисс соответственно в точках 
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Графики этих функций пересекаются только в первом квадранте координат-

ной плоскости, при этом могут быть одна или две точки пересечения в зависи-

мости от величины  . На основании этого можно сделать вывод, что уравнение 

(1) имеет два действительных и два комплексных корня, и может быть пред-

ставлено в следующем виде: 
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где d,c,f,e   действительные числа; i   мнимая единица. 

Раскрывая скобки в выражении (4), приводя подобные и приравнивая выраже-

ния для коэффициентов при соответствующих степенях аргумента коэффициен-

там в уравнении (3), получим систему нелинейных алгебраических уравнений 

для определения величин d,c,f,e  

 



0 ec ; 04 2222  feecdc ; 

 

  3122222 cfceefec ;    32222  dcfe , 

 

решение которой сводится к нахождению действительных корней следующего 

кубического уравнения: 
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Нетрудно показать, что рассматриваемое уравнение имеет единственный дей-

ствительный корень, так как его дискриминант всегда больше нуля: 
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С учетом этого необходимое нам аналитическое решение уравнения (3) 

можно представить так (см. рис. 1, 2): 
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Из рис. 1 и 2 видно, что диапазон изменения величины  , определяемый интер-

валом изменения параметра A  от 0 до 1, составляет 250  . При этом наиболь-

шее изменение величины   имеет место в интервале 1000 ,A,  , а минимальное  

в интервале 0180 ,A,  . Интервал 8010 ,A,  , в котором величина   изменяется 

от 0,0218 до 2,1688 (рис. 1 б), рассматривается как наиболее вероятный диапазон 

изменения при расчетах РНХ гидротранспортных систем. 

Для анализа поведения решения в рассматриваемых интервалах решение (6) 



удобно переписать в следующем виде (рис. 3): 
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Из рис. 3 видно, что величина   плавно возрастает от 1 до 3,3505 при увеличе-

нии   от 0 до 25. А величина   резко увеличивается от 0 до 0,9 в интервале изме-

нения   от 0 до 2,4, а затем, при изменении   от 2,4 до 25, значение   увеличива-

ется только до 1 (рис. 4). Отметим, что интервал значений  , соответствующий 

резкому изменению величины   (рис. 4), совпадает с интервалом изменения отно-

сительного гидравлического уклона 8010 ,A,   (рис. 1 б). 

Как при поверочном, так и при проектировочном расчетах гидротранспортных 

комплексов при определении РНХ магистрали требуется знание зависимости гид-

равлического уклона от расхода ПКП. Гидравлический уклон выражается через 

параметр A , радиус трубопровода и величину НКН по следующей формуле: 
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где i  – гидравлический уклон; 0  – плотность воды; g  – ускорение свободного па-

дения. 

Комбинируя формулы (8)  (10) можно предложить для расчета гидравлическо-

го уклона при течении ПКП на выбор два выражения 
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однако использование любого из них затрудняется тем, что параметр   учитывает 

как величину расхода суспензии, так и НКН.  
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Рис. 1 – Зависимость величины безразмерного расхода суспензии от безразмерного ра-

диуса ядра потока в различных интервалах изменения: А)  1010  A, ; Б)  8010 ,A,  . 
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Рис. 2 – Зависимость величины безразмерного расхода суспензии от безразмерного ра-

диуса ядра потока в различных интервалах изменения: а)  0,1A8,0  ; б)  

1,0A0,0  . 
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Рис. 3 – Зависимость величин   и   от безразмерного расхода суспензии 
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Рис. 4 – Зависимость величины   от безразмерного расхода суспензии в различных ин-

тервалах изменения: а)  0,254,2  ; б)  4,20,0  . 
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Рис. 5 – Зависимость величины безразмерного гидравлического уклона 

от безразмерного расхода суспензии  

 

Результаты анализа зависимости величины, обратной параметру A , от   по-

казывают, что ее можно аппроксимировать линейной функцией (рис. 5). При 

этом отклонения исходной зависимости от аппроксимирующей ее функции на-

блюдаются при значениях   менее 0,006, когда величина параметра A  изменяет-

ся от 0,97 до 0,0 (рис. 6). Таким образом, рационально предложить разбить диа-

пазон изменения параметра   на два интервала, в каждом из которых исходную 

зависимость можно аппроксимировать линейной функцией (рис. 6, табл. 1) 
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где  ,   – коэффициенты аппроксимации. 

Отметим, что полученные значения коэффициентов  и  являются универсаль-

ными, они отражают свойства решения уравнения (1) как математического объекта 

и не зависят от вида суспензии, диаметра или материала трубопровода, так как по-

лучены при аппроксимации безразмерной зависимости, в которой свойства ПКП и 

гидравлические характеристики течения учитываются универсальными критерия-

ми. 
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Рис. 6 – Зависимость величины безразмерного гидравлического уклона от безразмерного 

расхода суспензии в различных интервалах изменения: а)  0,25006,0  ; б)  

006,00,0   

 

Таблица 1  Значения коэффициентов аппроксимации уравнения (12) 

Интервалы изме-

нения величин 

Значения коэффициентов аппроксимации Точность аппрокси-

мации (R
2
)   

0,006  25,0 

0,0  A 0,9 
1,2638 8,0136 1,0000 

0,0  0,006 

0,9  A 1,0 
1,0178 39,976 0,9393 
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С использованием выражений (11) и (12) можно легко получить формулу для 

определения гидравлического уклона, аналогичную решению упрощенного урав-

нения Букингама, коэффициенты которой не зависят от типа суспензии, а опре-

деляются режимом течения, 
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Соотношение коэффициентов  и  определяет значение критерия θ, при кото-

ром слагаемые в формуле (13) будут равны между собой, при этом вклад вязко-

сти ПКП и НКН в гидравлический уклон будут одинаковыми (табл. 2): 
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Соотношением  и  определяются также интервалы, в которых вклад вяз-

кости ПКП или НКН в гидравлический уклон будут преобладающими: 
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Таблица 2  Величины, определяющие интервалы влияния вязкости ПКП или НКНна 

значение гидравлического уклона 

Интервалы изменения ве-

личин 


 





10
 



10
 

0,006  25,0 

0,0  A 0,9 
0,1577 0,016 1,577 

0,0  0,006 

0,9  A 1,0 
0,0258 0,0026 0,258 

 

Выводы. Таким образом, в работе получено аналитическое решение полного 

уравнения Букингама в универсальных безразмерных величинах, учитывающих 

характеристики суспензии, течения, трубопровода, и исследованы особенности 

поведения этого решения в различных интервалах входящих в него величин. 

Это позволило выделить интервалы максимального и минимального изменения 



абсолютного значения рассматриваемой величины, а также указать наиболее ве-

роятный диапазон изменения при расчетах РНХ гидротранспортных систем. Для 

этого диапазона обоснована линейная зависимость между действующим перепа-

дом давлений, НКН и объемным расходом суспензии, коэффициенты которой не 

зависят от свойств твердой фазы, диаметра или материала трубопровода. Полу-

чена оценка интервалов безразмерного расхода суспензии, в которых вклад вяз-

кости ПКП или НКН в величину гидравлического уклона будут преобладаю-

щими. 

Полученные результаты позволяют научно обоснованно определять величи-

ну гидравлического уклона в зависимости от расхода ПКП, НКН и вязкости сус-

пензии, а также диаметра трубопровода и адекватно проводить проектировочный 

и поверочный расчеты гидротранспортных комплексов, перекачивающих ПКП. 
–––––––––––––––––––––––––––– 
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Анотація. The paper is devoted to study of behaviour of complete Buckingham equation solu-

tion with different intervals of values and to determination of its adequate approximation to values 

of projecting and checking calculations of hydrotransport complexes which transport pulps with 

paste concentration (or paste-type pulps). Purpose of this paper is to validate scientific basis for pro-

jecting and checking calculations of hydrotransport complexes transporting pulps with paste con-

centration with taking into account peculiarities of behaviour of complete Buckingham equation so-

lution with different intervals of values. Basing on dimension theory methods, fundamental theo-

rems of algebra, Cardano solution and behaviour of cubic and quartic roots of polynomials an ana-

lytical solution of complete Buckingham equation in universal dimensionless values was received. 

This solution takes into account properties of the suspension and characteristics of the pulp stream 

and pipeline. Peculiarities of the solution behaviour are investigated in different intervals of values. 

The findings allowed to specify the most probable range of varied parameter for calculation of dis-

charge-head values for hydrotransport systems and to explain linear dependence between operation-

al pressure difference, initial tangential stress and suspension volumetric discharge with coefficients, 

which don’t depend on solid phase properties, or pipeline diameter, or pipeline material. An evaluation of 

intervals of dimensionless suspension discharge is offered; in these intervals, contribution of paste-

type pulp viscosity or initial tangential stress into hydraulic slope value is predominant. The ob-

tained results allow to scientifically specify hydraulic slope value depending on discharge of paste-

type pulp, initial tangential stress, suspension viscosity and pipeline diameter and to make proper 

projecting and checking calculations for the hydrotransport complexes which transport pulps with 

paste concentration. 

Keywords: hydrotransport, pulp with paste concentration, initial shear stress, hydraulic gradi-

ent, Buckingham equation 
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