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CONDITIONS 
Аннотация. Рассмотрено влияние изменений физико-механических характеристик 

упруго-демпфирующих резиновых элементов опорного узла от фактора времени и влияния 
агрессивной среды, на вибрации вала ротора ударно-центробежных дезинтеграторов (УЦД). 
Проведён расчётный алгоритм по определению комплекса рабочих параметров УЦД как ди-
намической системы. В частности, определена амплитудно-частотная характеристика УЦД с 
учётом реологических параметров резиновых виброизоляторов с количественным определе-
нием их динамической жёсткости и коэффициента диссипации в заданных условиях эксплуа-
тации. 

На основании строгих математических концепций описан основной критерий, определя-
ющий долговечность резиновых виброизоляторов опорного узла УЦД – коэффициент дисси-
пации. Используя полученный критерий, получено выражение определяющее долговечность 
резиновых элементов, эксплуатирующихся в условиях воздействия кислотной агрессивной 
среды. Полученное выражение, определяющее показатель долговечности системы виброизо-
ляции, определено исходя из реологических параметров резины, максимально допустимой ам-
плитуды колебаний виброизолируемой динамической системы, частоты возмущающей силы 
и частоты собственных колебаний. 

Ключевые слова: резиновые узлы и детали, долговечность эластомеров, кислотная агрес-
сивная среда, упруго-диссипативные свойства резины, старение эластомеров. 

Введение 
Традиционно для описания вынужденных колебаний ротора, которые мо-

гут быть определены перемещением вала в месте установки опорного узла, ис-
пользуют теорему об изменении момента количества движения, которая широко 
описана в работах по теоретической механике. 

Также используется метод конечных элементов, представленный в работах 
[1-6], подтверждающих надёжность такого подхода. 

 
* © Логинова А.А., 2017  
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Анализ литературных источников показал, что динамическое поведение 
ротора изучалось при заданных постоянных параметрах жёсткости и диссипации 
энергии. [7, 8]. 

В нашей модели (приведена далее) мы рассматриваем влияние на вибрации 
вала ротора ударно-центробежного дезинтегратора изменений физико-механи-
ческих характеристик упруго-демпфирующих резиновых элементов от фактора 
времени и влияния агрессивной среды. 

Определение амплитудно-частотной характеристики динамической 
системы с учётом реологических параметров резиновых 

виброизоляторов. 
Принцип работы ударно-центробежного дезинтегратора, подробно описан 

в [9]. 
Для дальнейших расчётов используются исходные данные одного из 

наиболее распространённых дезинтеграторов ударно-центробежного типа на 
Украине, производимых, например, в ООО «Украинская горная компания». 

Основные характеристики данного дезинтегратора: 
• установленная электрическая мощность: 110 кВт; 
• масса вала и ротора: 900 кг; 
• максимальная частота возмущающей силы: 30 Гц. 
• скорость ротора: 1100-1700 об./мин; 
• количество разгонных лопаток: 3 на 120°; 
• размеры ротора (диаметр × длина): 870×282 мм; 
• производительность по продукту: 70 т/ч. 

Принятые допущения: 
1. Ротор является динамически и статически сбалансированным. Только 

влияние технологической загрузки выводит его из состояния равновесия. 
2. Вал ротора установлен на упруго-демпфирующей опоре, как показано на 

рисунке 1. 
3. Величина жёсткости и коэффициента диссипации упруго-демпфирую-

щей опоры принимаются одинаковыми в любом направлении перпендикулярном 
плоскости OA (рис. 1). 

Уравнение движения вала ротора имеет вид: 
 ( )Mq G q Cq Fψ ω+ ± + =  , (1) 

где , , ,M G Cψ  – масса, кг; показатель демпфирования, Н.с.м-1; коэффициент ги-
роскопичности, кг; жёсткость Н/м; системы, соответственно; F – возмущающая 
сила, Н. 

 2

2

sin
sin( )

sin( )

x

y b b

z b b

P tF
F m d t
F m d t

ν

ω β

ω γ

  
   = Ω +  
   Ω +   

, (2) 

где mb – разность между текущим значением массы на противоположных частях 
ротора, кг; db – разность между текущим значением расстояния от центра масс 



ISSN 1607-4556 (Print), ISSN 2309-6004 (Online), Геотехнічна механіка. 2017. № 133 

 

16 

до оси вращения ротора, м; ω – частота вращения ротора, об./с; ,β γ  – углы 
между осью вращения ротора и главной центральной осью инерции в плоскостях 
xy, xz, рад; Ω  – частота вынужденных колебаний системы, рад/с; ν  – частота 
вертикальных колебаний рад/с (рис. 1 и рис. 2). 

 

 

Рисунок 1 – Схема уравновешенного вала ро-
тора, установленного на упруго-демпфирующих 

элементах 

Рисунок 2 – Параметры, определяющие 
положение вала при колебаниях 

В формуле (2) часть 2 sin( )
sin( )b b

t
m d

t
β

ω
γ

Ω + 
 Ω + 

 представляет собой величину ра-

диальной центробежной силы, которая возникает при дисбалансе. 
На основании уравнений Больцмана-Вольтерра построим амплитудно-ча-

стотную характеристику вала ротора УЦД. Для этого найдём реологические ха-
рактеристики резины в соответствии со следующими формулами [10, 12]: 

 
1

2(1 ) 1 2
cos

2 cos
A

α

α α

ω δ β
ω ω β δ β

+

+ +

+
=

+ +
; (3) 

 
1

2(1 ) 1 2
sin

2 cos
B

α

α α

ω δ
ω ω β δ β

+

+ +=
+ +

. (4) 

В работе [12] для используемой средненаполненной резины марки А-1 
(сажа типа 220, каучук СКИ-3) получены следующие значения реологических 
параметров: 0,6; 1; 0,62; 3,9α β δ χ= − = = = . Подставив указанные параметры в 
уравнения (3) и (4) получаем следующие значения реологических характеристик 
резины A = 0,1; B = 0,06. 
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С учётом приведенных соотношений выражение амплитуды колебаний 
вала ротора УЦД запишем в виде [10, 11]. 

 max 22 2 2 4
0 0(1 )

PA
m A Bω χ ω χ ω

=
 − − + 

, (5) 

где P – возмущающая сила, Н; m – масса системы, кг; А, В – реологические ха-
рактеристики резины; , , ,α β δ χ  – реологические параметры резины; ω – частота 
возмущающей силы, Гц; 𝜔𝜔0 – частота собственных колебаний системы, Гц. 

Входное воздействие будем считать гармоническим. 
В этом случае уравнение колебаний (1) записывают в виде 

 sinx xcx x x g t
m m
ψ ν+ + =  ; 

 
2

2

sin( )

sin( )
byz yz

b b b b

d tcy y y yg
z z z zm m m d t

ω βψ
ω

ω γ

 Ω +       
+ ± + =          Ω +          

  

  

, (6) 

где P – возмущающая сила, Н; , , ; , , ; , ,x x x y y y z z z       – ускорение, скорость и пере-
мещение системы, соответственно; ψ – показатель демпфирования, Н.с.м-1; m – 
масса системы, кг; ω – частота возмущающей силы, Гц. 

В качестве элементов упругой подвески будем использовать резиновые де-
тали специальной конструкции, достоинства и недостатки которых, в качестве 
конструкционного материала, подробно описаны в [9]. 

В соответствии с формулой (5) построим амплитудно-частную характери-
стику рассматриваемой системы для нижней и верхней опоры (рис. 3 и рис. 4). 

Исходя из получен-
ных характеристик оче-
видно, что наиболее раци-
ональным является соот-
ношение частот вынуж-
денных и собственных ко-
лебаний Z = 3. Таким об-
разом, требуемая частота 
собственных колебаний 
составляет ω0 = 10 Гц. 

С учётом найденной 
частоты собственных ко-
лебаний в соответствии с 
теорией Больцмана-Воль-
терра, динамическая жёст-
кость упруго-диссипатив-
ного элемента, установ-
ленного в основании вала 
ротора, должна составлять 

 
𝑍𝑍 = 𝜔𝜔 𝜔𝜔0⁄  – коэффициент отстройки 

Рисунок 3 – Амплитудно-частотная характеристика ниж-
ней опоры по теории Больцмана-Вольтерра 
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Cd = 3,2 МН/м, коэффици-
ент диссипации ψ = 0,38, а 
упруго-диссипативного 
элемента, установленного 
в верхней части вала, 
должна составлять 
Cd = 0,5 МН/м, коэффици-
ент диссипации ψ = 0,38. 
Полученное значение ра-
бочей амплитуды колеба-
ний, в таком случае, для 
обоих элементов составит 
0,34 мм. 

Определение 
основного критерия, 

определяющего 
долговечность 

резиновых 
виброизоляторов 

опорного узла УЦД 
Рассмотрим кинематические параметры рассматриваемого узла. Для этого 

напишем уравнение движения в общем виде и рассмотрим полученные пара-
метры с учётом изменения физико-механических свойств резины от фактора вре-
мени и действия агрессивной среды и без учёта этих изменений, как частный 
случай. 

В работе [10] приведена зависимость показателя жёсткости при сжатии ре-
зинового элемента от модуля упругости E, геометрических размеров виброизо-
лятора R, h и коэффициента ужесточения β, которая выглядит следующим обра-
зом 

 
2R EC

h
πβ= . (7) 

После преобразования формулы (6) c учётом (7) получим для системы с 
постоянными значениями показателей жёсткости и демпфирования 

 
2

sinx x x

x

R Ex x x g t
m mh
ψ πβ ν+ + =  ; 

 
22

2

sin( )

sin( )
byz yz

b b b yz b

d tR Ey y y yg
z z z zm m m h d t

ω βψ π
ω β

ω γ

 Ω +       
+ ± + =          Ω +          

  

  

 (8) 

с переменными во времени показателями жёсткости и демпфирования 

 
2( ) ( ) sinx x x

x

t R E tx x x g t
m mh

ψ πβ ν+ + =  ; 

 
𝑍𝑍 = 𝜔𝜔 𝜔𝜔0⁄  – коэффициент отстройки 

Рисунок 4 – Амплитудно-частотная характеристика верх-
ней опоры по теории Больцмана-Вольтерра 
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22

2

sin( )( ) ( )
sin( )

byz yz yz

b b b yz b

d tt R E ty y y yg
z z z zm m m h d t

ω βψ π
ω β

ω γ

 Ω +       
+ ± + =          Ω +          

  

  

. (9) 

При этом уравнение (8) можно рассматривать как частный случай уравне-
ния (9). Поэтому в дальнейшем будем основываться на уравнении (9). 

Для описания поведения рассматриваемой динамической системы вос-
пользуемся методом пространства состояний. В пространстве состояний созда-
ётся модель динамической системы, включающая набор переменных входа, вы-
хода и состояния, связанных между собой дифференциальными уравнениями 
первого порядка, которые записываются в матричной форме. 

Для случая линейной системы с p входами, q выходами и n переменными 
состояния описание имеет вид: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

x t A t x t B t u t
y t C t x t D t u t

= ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅



 (10) 

где x(t) – вектор состояния, элементы которого называются состояниями си-
стемы, x(t) ∈ Rn; y(t) – вектор выхода, y(t) ∈ Rq; u(t) – вектор управления, 
u(t) ∈ Rp; A(t) – матрица системы; B(t) – матрица управления; С(t) – матрица вы-
хода; D(t) – матрица прямой связи. 

В нашем случае матрица D(t) является нулевой. Это означает, что в системе 
нет явной прямой связи. 

Для удобства преобразуем уравнение (9), учитывая (1), в следующий вид: 

 1
2

1 1

;
;

( ) ( ) sin ;x x x

x

q x
q x

R E t tq x x x g t
mh m

π ψβ ν

=
 =

 = = − − +



 

 

 1
2

2
1 1 1

;
;

( ) ( )
sin( );yz yz yz

b
b b b yz

q y
q y

t R E tgq y y z y d t
m m m h

ψ π
ω β ω β

=
 =

 = = − − − + Ω +



 

 (11) 

 1
2

2
1 1 1

;
;

( ) ( )
sin( );yz yz yz

b
b b b yz

q z
q z

t R E tgq z z y z d t
m m m h

ψ π
ω β ω γ

=
 =

 = = − + − + Ω +



 

 

Тогда объединив уравнения (11) и (10) получим: 
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Для выбора основного критерия, определяющего потерю динамической 
системой устойчивости, т.е. равновесного состояния проверим полученную си-
стему (12) на устойчивость по оси y. Для этого найдём собственное число 𝜆𝜆 ха-
рактеристической матрицы А. 

( )

2
2

1
( ) ( )

( ) ( )det( ) yz yz yz
yz yz yz

yz
yz

t R E t
R E t tI A

m mh
mh m

λ
ψ π

π ψλ λ λ β
β λ

− 
  − = = + +  +    

 

Корни полученного уравнения представим аналитически в виде 
22

1

( ) ( ) ( )
4

2

yz yz yz yz

yz

t R E t t
i

m mh m
ψ π ψ

β
λ

 
− + −  

 
= ; 

22

2

( ) ( ) ( )
4

2

yz yz yz yz

yz

t R E t t
i

m mh m
ψ π ψ

β
λ

 
− − −  

 
= . 

Вещественная часть полученных корней, выраженная через ( )t mψ− , бу-
дет оставаться отрицательной пока ψ(t) будет оставаться положительным. Т.е. 
некорректный учёт изменения во времени ψ(t) может привести к выходу из строя 
опорного узла и потере системой устойчивости, т.к. фактическое снижение 
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именно коэффициента диссипации от воздействия различных факторов является 
одним из решающих в вопросе об устойчивости динамической системы. Таким 
образом учёт изменения физико-механических свойств резины от времени и дей-
ствия агрессивной среды в реальных условиях эксплуатации является важней-
шим фактором прогнозирования долговечности рассматриваемого узла. 

Такой же вывод можно сделать и для перемещений относительно осей y, z. 
Определение долговечности резиновых виброизоляторов опорного 
узла и кинематических характеристик рабочего органа УЦД при 

старении в условиях кислотной агрессивной среды 
На сегодняшний день уже существуют обширные экспериментальные дан-

ные по старению резины марки А-1 (сажа типа 220, каучук СКИ-3). Они были 
получены в работе [10] и могут быть аппроксимированы следующими уравнени-
ями (13) и (14). 

Функциональная зависимость коэффициента диссипации энергии может 
быть описана соотношением [10]: 
 0( )t tψψ ψ υ= − , (13) 

где 0,38нψ =  – начальное значение коэффициента диссипации; 108,3 10ψυ
−= ⋅  – 

константа, с-1. 
Таким образом, учитывая изложенные выше соображения долговечность 

резиновых элементов, определяемая как время до потери системой работоспо-
собности, т.е. разрушения эластомера, составит t = 127 000 часов. 

Функциональная зависимость динамического модуля Юнга может быть 
описана соотношением 
 ( )( )1 2 1( ) 1 exp( )d d d d eE t E E E tυ= + − − −  (14) 

где Ed1, Ed2 – начальное и конечное значение динамического модуля. Для верх-
него виброизолятора: Ed1 = 18 МПа; Ed2 = 30,6 МПа; 56,5 10eυ

−= ⋅  ч-1 – константа 
скорости. 

Экспериментальные данные, полученные нами в [13], позволяют уточнить 
формулы (13), (14) и учесть, таким образом, не только фактор времени, но и вли-
яние кислотной агрессивной среды. 

Таким образом уравнение для определения коэффициента диссипации в 
данном случае имеет вид: 
 . . . .( )а с н а сt k tψψ ψ −= −  (15) 

где . .а сk ψ−  – коэффициент, учитывающий влияние агрессивной среды при опре-
делении коэффициента диссипации резины для разных концентраций кислоты 
(1,5 %, 3 %, 5 % и 10 %) и равен соответственно: 

6 6 6 5
. 3,2 10 ; 4,1 10 ; 6 10 ;1,2 10а сk ψ

− − − −
− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ч-1; нψ  – начальное значение коэффици-

ента диссипации. 
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Таким образом, учи-
тывая изложенное выше, 
наработка на отказ резино-
вых элементов при воздей-
ствии агрессивной среды, 
определяемая как время до 
потери системой работо-
способности, т.е. разруше-
ния эластомера, для кон-
центрации серной кислоты 
1,5 %, 3 %, 5 % и 10 % бу-
дет равна соответственно: 
t = 118750; 92600; 63300; 
31600 часов. 

В [13] приведена 
формула для определения 
изменения жёсткости ре-
зинового элемента от ста-
рения в условиях агрессивной среды. Используя (7) преобразуем эту формулу в 
выражение для определения модуля упругости 

 ( ) . .
. . 2 1 2( ) а с Сk t

а с d d dE t E E E е −−= + −  (16) 

где . .а с Сk −  – коэффициент, учитывающий влияние агрессивной среды при опре-
делении коэффициента жёсткости и модуля упругости резины для разных кон-
центраций кислоты (1,5 %, 3 %, 5 % и 10 %) равен соответственно: 

3 3 4 4
. 1,2 10 ;10 ; 9 10 ; 8,5 10а с Сk − − − −
− = ⋅ ⋅ ⋅ ч-1 

В соответствии с расчётами, полученными из (5), (13), (14), (15), получим 
график, определяющий изменение амплитуды колебаний вала ротора УЦД от 
старения резины виброизолятора (рис. 5) 

Из графика видно, что процесс старения резины виброизолятора в данных 
условиях приводит к повышению амплитуды колебаний на 9 % за 4500 часов 
эксплуатации. 

Рассмотрим изменения амплитуды колебаний динамической системы в 
процессе старения резины виброизолятора в условиях агрессивной среды 
(рис. 6). 

Проанализировав полученные зависимости (рис. 5, рис. 6) видим, что из-
менение амплитуды колебаний динамической системы от старения резинового 
виброизолятора можно охарактеризовать, как линейно возрастающее, а измене-
ние амплитуды колебаний той же системы в условиях воздействия агрессивной 
среды можно охарактеризовать, как экспоненциально возрастающее. Важно от-
метить, что старение в условиях агрессивной среды приводит к возрастанию ско-
рости увеличения амплитуды колебаний. Так, в данном случае, за 4500 часов ста-
рения в обычных условиях амплитуда колебаний динамической системы повы-

 
Рисунок 5 – Изменение амплитуды колебаний вала ротора 
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силась на 9 %, в то время 
как в условиях агрессив-
ной среды амплитуда ко-
лебаний достигла той же 
величины за 2500 часов. 
Данные приведены для 
концентрации серной кис-
лоты 5 %. 

Учитывая изложен-
ные выше факты и сообра-
жения, выражение для 
определения долговечно-
сти виброизолятора, рабо-
тающего в условиях агрес-
сивной среды, будет иметь 
вид 

 

( )
2

22 2
0

max
4
0

. .

1
2н

а с

P A
m A

t
k ψ

ω χ ω
ψ π

χω

−

   − − −  ⋅ −
=  (17) 

где P – возмущающая сила, Н; m – масса системы, кг; χ – реологический параметр 
резины; ω – частота возмущающей силы, Гц; 𝜔𝜔0 – частота собственных колеба-
ний системы, Гц; Amax – максимальная допустимая амплитуда колебаний вибро-
изолируемой динамической системы, которая выбирается из матрицы построен-
ной по формуле (5), м; нψ  – начальное значение коэффициента диссипации; 

. .а сk ψ−  – коэффициент, учитывающий влияние агрессивной среды на резину; для 
разных концентраций кислоты (1,5 %, 3 %, 5 % и 10 %) равен соответственно: 

6 6 6 5
. 3,2 10 ; 4,1 10 ; 6 10 ;1,2 10а сk ψ

− − − −
− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ч-1; 𝐴𝐴 – минимальное значение реологи-

ческой характеристики резины, получаемое из матрицы 1

. .

1
( )

d

а с

E
E t

− , где 1dE  и 

. .( )а сE t  – начальный и динамический модули упругости резины, определяемый 
по формуле (16). 

Так амплитуда колебаний рассматриваемой динамической системы при 
учёте исключительно эффекта старения резины достигнет величины 3,82·10-4 м 
через 4500 часов, тогда как комплексный учёт эффекта старения в условиях 
агрессивной среды в соответствии с формулой (17) позволяет для концентрации 
кислоты 1,5 %, 3 %, 5 % и 10 % получить следующие величины долговечности 

 
Рисунок 6 – Изменение амплитуды колебаний вала ротора 
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(т.е. свойства системы сохранять работоспособность при определённых усло-
виях эксплуатации, в данном случае до наступления заранее заданной величины 
амплитуды колебаний 3,82·10-4 м) соответственно 4200, 3300, 2500, 1200 ч. 

Выводы 
1. Для УЦД с характеристиками описанными в п. 1 динамическая жёст-

кость упруго-диссипативного элемента, установленного в основании вала ротора 
УЦД, должна составлять Cd = 3,2 МН/м, коэффициент диссипации ψ = 0,38, а 
упруго-диссипативного элемента, установленного в верхней части вала, должна 
составлять Cd = 0,5 МН/м, коэффициент диссипации ψ = 0,38. Полученное зна-
чение рабочей амплитуды колебаний, в таком случае, для обоих элементов со-
ставит 0,34 мм. 

2. Основным критерием, определяющим долговечность резиновых вибро-
изоляторов и устойчивость опорного узла УЦД, является фактическое изменение 
коэффициента диссипации от воздействия различных факторов. 

3. Выражение для определения долговечности резиновых виброизолято-
ров, работающих в условиях агрессивной среды, имеет вид: 

 

( )
2

22 2
0

4
0

. .
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2н

а с

P A
m Amp

t
k ψ

ω χ ω
ψ π
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−

   − − −  ⋅ −
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Анотація. Розглянуто вплив змін фізико-механічних характеристик пружно-демпфуючих елемен-
тів опорного вузла в часі та від впливу агресивного середовища на вібрації валу ротора ударно-відце-
нтрових дезінтеграторів (УВД). Наведено розрахунковий алгоритм для визначення комплексу робочих 
параметрів УВД, як динамічної системи. Зокрема, визначено амплітудно-частотна характеристика 
УВД з урахуванням реологічних властивостей гумових віброізоляторів із кількісним визначенням їх 
динамічної жорсткості і коефіцієнта дисипації в заданих умовах експлуатації. 

На підставі математичних концепцій описаний основний критерій, який визначає довговічність 
гумових віброізоляторів опорного вузла УВД – коефіцієнта дисипації. Використовуючи даний крите-
рій, отримано залежність, що визначає довговічність гумових елементів, які експлуатуються в умовах 
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впливу кислотного агресивного середовища. Отримана залежність дає можливість вирахувати показ-
ник довговічності системи віброізоляції, виходячи з реологічних параметрів гуми, максимально допу-
стимої амплітуди коливань динамічної системи, частоти вимушених коливань і частоти власних коли-
вань. 

Ключові слова: гумові вузли та деталі, довговічність еластомерів, кислотне агресивне середо-
вище, пружно-дисипативні властивості гуми, старіння еластомерів. 

Abstract. The interdependence between the changed physical and mechanical characteristics of the elas-
tic-damping elements of the support unit, time factor and aggressive environment, on the one hand, and rotor 
shaft vibrations in the shock-centrifugal disintegrators (SCD), on the other hand, is considered. An algorithm 
was created for determining operating parameters of the SCD as a dynamic system. In particular, the SCD 
amplitude-frequency characteristic is determined with taking into account rheological parameters of rubber 
vibration isolators with a quantitative determination of their dynamic rigidity and dissipation coefficient under 
the given operating conditions. 

Based on the strict mathematical concepts, the key criterion – dissipation coefficient – is described, which 
determines durability of rubber vibration isolators in the SCD support unit. With the help of this criterion, an 
expression was formulated, which determines durability of the rubber elements operating under the action of 
acid corrosive environment. The resulting expression, which determines the durability index of the vibration 
isolation system, was set up on the basis of rheological parameters of the rubber, the maximum permissible 
vibration amplitude of the dynamic system, frequency of the disturbing force and the frequency of natural 
oscillations. 

Key words: rubber assemblies and parts, durability of elastomers, acid aggressive environment, elastic-
dissipative properties of rubber, aging of elastomers 
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