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Вабіщевич М.О., Гуляр О.І., Солодей І.І. 

ДОСЛІДЖЕННЯ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ ПРОСТОРОВИХ 
НЕОДНОРІДНИХ ПРИЗМАТИЧНИХ ТІЛ З ТРІЩИНАМИ 

В статье выполнено обобщение методикивычисления коэффициентов интенсивности напря-
жений для пространственно неоднородных призматических тел с трещинами под действием дина-
мических нагрузок. 

RESEARCH OF FORCED VIBRATIONS OF SPATIAL HETEROGENEOUS 
PRISMATIC BODIES WITH CRACKS 

In paper generalization of a technique of scaling of factors of intensity of pressure for spacely non-
uniform prismatic bodies with cracks under act of dynamic loads is executed. 

Вступ. Для прямолінійних призматичних тіл розглядаються поздовжні ти-
пи тріщин, фронт яких збігається за напрямком твірної тіла (рис. 1). 

Для опису напружено-деформованого стану (НДС) в околі вершини тріщи-

ни застосовується система координат iy 
, пов’язана з фронтом тріщини, таким 
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чином, щоб вісь 1y 
 спів-

падала з нормаллю до по-

верхні тріщини, 2y 
 орієн-

тована по нормалі до 

фронту тріщини, а 3y 
 бу-

ла спрямована вздовж до-
тичної до фронту. Сингу-
лярне поле напружень по-

близу вершини тріщини в системі координат iy 
 в усіх точках її фронту буде 

характеризуватися коефіцієнтом інтенсивності напружень (КІН) [1]. Для найча-
стіше розглядуваного випадку тріщин нормального відриву (тип І, рис. 2), в 
яких переміщення берегів тріщини перпендикулярні до її площини 
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де r,  – полярні кооринати з початком в вершині тріщини (рис. 1); 
G – модуль зсуву; 
 – коефіцієнт Пуассона. 
Задача визначення напружено-деформованого стану при дії динамічних на-

вантажень традиційно зводиться до розв’язання системи звичайних дифферен-
ційних рівнянь 2-го порядку для момента часу t, яка отримана після просторової 
скінченно-елементної дискретизації [2]: 

        M U K U Q  . (3) 

Методика обчислення коефіцієнтів матриць 
мас [M], жорсткості [K] та вектора зовнішніх нава-
нтажень {Q} на основі призматичного прямоліній-
ного неоднорідного скінченного елемента приве-
дена в роботі [4]. 

Початкові умови становить відомий розподіл 
переміщень та швидкостей в тілі у деякий фіксо-
ваний момент часу t0, який приймається за початок 
часової координати 

      
0 0t tU U  ,    

0 0t tU U   .    (4) 

Особливістю напіваналітичного методу скін-
ченних елементів (НМСЕ) є характерна блокова структура амплітудних матриць 
та векторів розв’язуваних рівнянь 

 
Рис. 2 

  
Рис. 1 
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         
0

... ...
T T T T

l l LU U U U , 

         
0

... ...
T T T T

l l LU U U U    , (6) 

         
0

... ...
T T T T

l l LU U U U    , 

         
0

... ...
T T T T

l l L
Q Q Q Q . (7) 

Кожний блок матриць (5) представляє собою стрічкову амплітудну підмат-
рицю, що сформована для двовимірної сіткової області, яка апроксимує попере-
чний переріз тіла. 

У класичному випадку НМСЕ, для однорідних вздовж направляючої тіл 
при використанні базисних функцій у вигляді рядів Фур’є система рівнянь (3) 
розпадається на низку незалежних амплітудних систем для кожного із членів 
ряду: 

          l l
ll ll l

M U K U Q  , 0 , ...,l l L . (8) 

При аналізі тіл обертання із змінними вздовж направляючої фізико-
механічними параметрами не вдається досягти розділу змінних та подати задачу 
у вигляді (8). 

1. Особливості дискретизації об’єктів з тріщинами при обчисленні ко-
ефіцієнтів інтенсивності напружень. Оскільки при розв’язанні задач динаміки 
визначення КІН прямим методом виконується на основі обчислених значень 
параметрів пружно-деформованого стану, які змінюються у часі, його величина 
теж буде функцією t. Для кожного значення t обчислення КІН базується на ме-
тодиці, докладне викладення якої при застосуванні НМСЕ для призматичних тіл 
міститься в [3]. 

В просторових тілах визначення КІН проводиться в низці точок по фронту 
тріщини. Для тіл з поздовжніми тріщинами такими точками є точки інтегруван-
ня, розташовані вздовж вісі х3. 

Привершинні області, в яких проводиться визначення КІН за напруження-
ми та переміщеннями і його подальше усере-

днення, розташовані в площині 1 2y y  , яка 

є ортогональною до поверхні і фронту трі-
щини (рис. 3). 

Для тіл з поздовжніми тріщинами КІН 
визначаються по всім точкам інтегрування 
вздовж вісі 3z  , яка збігається за напрямком з 
фронтом тріщини. Привершинна область для 

 
Рис. 3 
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кожної точки інтегрування знаходиться в площині поперечного перерізу тіла 
3 2z z  , K() визначається в центрах СЕ, K(u) – у вузлах СЕ моделі (рис. 3), 

тобто в цьому випадку визначення КІН в межах привершинної області відбува-
ється в поперечному перерізі тіла. 

 
( ) ( )

2

K u K
K


 , (9) 

Враховуючи вимоги методики, пов’язані з явищем сингулярності, в точках, 
розташованих на відстанях менших 0,1Lтр (Lтр довжина тріщини) вздовж вісей 

1 2y y 
 від вершини тріщини КІН не визначається. Також не визначається КІН за 

напруженнями в точках, що розташовані ближче 0,05Lтр від вісі 2y 
 (рис. 3, то-

чки обчислення КІН за напруженнями позначені кружками, за переміщеннями – 
хрестиками). 

2. Використання методу розкладу невідомих за власними формами. В 
багатьох випадках для розв’язання системи звичайних диференційних лінійних 
рівнянь руху дискретної моделі (3) при заданих початкових умовах (4) викорис-
товується чисельний підхід заснований на розкладі розшукуваного рішення за 
формами власних коливань конструкції. 

Перехід до нормальних координат здійснюється в результаті лінійного пе-
ретворення 
     U X  , (10) 
де 

  

     

     

     

0 0 0

0

0

0

l l l
r r

l l l
r r

L L L
r r







   
 
 
      
 
 
    

 
    

 
    

 

;    
0

... ...
T

r rX x x x ; (11) 

  l

r
  – l-та амплітуда r-ї власної форми дискретної моделі, що знаходиться 

за допомогою модального аналізу конструкції; 
xr(t) – невідомі вагові коефіцієнти рішення для r-ої власної форми; 
 – кількість власних форм, які утримуються при лінійному перетворенні. 

За умови підстановки (10) в (3) і множення лівої частини на  T  

                T T T
M X K X Q       , (12) 

отримуємо систему рівнянь (12), яка з урахуванням ортогональності власних 
форм 

       T
M I   ,       T

K    , (13) 
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де 
 
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 
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    
 

; 

r – власне значення r-ої власної форми, перетвориться на низку незалеж-
них диференційних рівнянь вигляду 

          T
I X X Q     (14) 

з початковими умовами у вигляді 

              0 0 0 0,
T T

X M U X M U     , (15) 

де    0 0 0

00 ... ...
T t t t

r rX x x x ,    0 0 0

00 ... ...
T t t t

r rX x x x    . 

Рішення звичайного диференційного рівняння 2-го порядку (14) подається 
інтегралом Дюамеля 

                00

0

t
tt t t Tt t

t

X CC X SS X SS Q d
     , (16) 

де    cos rCC diag
   ,   sin r

r

SS diag
  


   
 

, r r  . 

Для кожного з рівнянь можна записати 

    0 0

00

sin 1
cos sin ( )

t L
lTt tt r

r r r r rr l
l lr r t

t
x x t x Q t d


   

  

     . (17) 

Обчислення інтегралу виконується чисельно на основі формули прямокут-
ників. 

Узагальнена проблема власних значень, з якої повинні бути визначені  
власних рішень, тобто амплітудні матриці [Ф] та [], формулюється у вигляді 
       K M    , (18) 
при цьому набір власних векторів [] є [M] – ортогональним, тобто задовольняє 
умовам (13), та 1 20 ... ...r       . 

При аналізі вільних коливань найбільш ефективним для визначення спект-
ру власних форм та частот є метод зворотніх ітерацій у підпросторі з ортогона-
лізацією по Граму-Шмідту. 

Використовуючи деякий набір початкових векторів [ ]1 на кожній ітерації 
n = 1, 2,... обчислюємо наступні наближення 

     1n n
K Q  ,     nn

Q M  , (19) 

де 
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 

. 

Ортогоналізовані амплітудні вектори розшукуваного рішення, які форму-
ють амплітудну матрицю [Y] обчислюються у відповідності до процедури Гра-
мма-Шмідта 

      
1

, 1 ,, 1 , 1
1

r lll s
r n s nr n l n

s




 


      , (20) 

      
0

, , 1, 1

L lT ms
lms n r nl n

m l

M 


    , 

або у векторному вигляді 

      1 11n nn R    , (21) 
де [R]n+1 – верхня трикутна матриця. 

За умови, що початкові амплітудні вектори з [ ]1 не ортогональні до роз-
шукуваного набору власних форм, при завершенні ітераційного циклу отримає-
мо: 

    1n   ,    1nR    . (22) 
Для виконання умов ортогональності (13) нормуємо набір амплітудних ве-

кторів [ ]n+1. тобто приводимо їх довжини до одиниці з ваговою матрицею 

 M : 

    

     
1

1 1 2

1 1

n
n

T
n nM




 


 

 
 . (23) 

На кожній n-ій ітерації із співвідношення Релея обчислюємо наближення 
до власних чисел: 

  
     
     

1
1

1 1

T

nn
n T

n n

K

M




 

 
 

 


. (24) 

Збіжність ітераційного процесу перевіряється за допомогою: 

 , 1 ,

, 1

r n r n

r n

 








 ,    

0 0

,

L L
l l
r n r

l l l l


 

    . (25) 

Похибка  повинна бути не більшою за 210 s , якщо власні значення [] по-
трібно обчислити з точністю до 2s цифр. Власний вектор тоді буде мати s або 
більше вірних цифр. 
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Основним кроком методу зворотних ітерацій у підпросторі є розв’язання 
системи рівнянь (19) для визначення амплітудної [ ]n+1, більш близької до вла-
сних векторів у порівнянні з попереднім наближенням [ ]n. 

Для неоднорідних тіл або при використанні для апроксимації вздовж на-
правляючої системи майже ортогональних базисних функцій матриця [K] рів-
няння (19) має багатодіагональну структуру, тому на кожній n-ій ітерації методу 
зворотних ітерацій для розв’язання систем лінійних рівнянь найбільш ефектив-
но використовувати процедуру методу блочних ітерацій з верхньою релаксаці-
єю. Розмір блоку методу блочної верхньої релаксації визначається амплітудни-
ми підматрицями жорсткості та мас. Тоді процес розв’язання набуває вигляду: 

           , 1 , ,1
, 1 , 1 , 1,

l i l i l l i
llr n r n r nr n

K Q R
 
       , (26) 

де   ,
, 1

l i
r nR   – вектор вузлових амплітудних реакцій на ітерації і, який визнача-

ється співвідношенням 

          
0

1
, 1 ,,

, 1 , 1, 1

l L
m i m il i

lm lmr n r nr n

m l m l

R K K
 

 
 

     . (27) 

Iтераційний процес закінчується на ітерації І=і, якщо виконується умова 

    
0 0

,
, 1 , 1

L L
l i l
r n r n

l l l l

 
 

    , (28) 

де   ,
, 1

l i
r n  – прирощення амплітудних невідомих на ітерації і; 

    ,
, 1 , 1

1

I
l l i
r n r n

i

 


    – вектор прирощень амплітудних невідомих; 

    2
   ; 

 – наперед задане мале додатне число, що визначає точність розв’язання 
системи рівнянь. 
3. Тестові приклади.  
Розглянута задача розтягу прямокутної пластини з крайовою тріщиною, 

поперечний переріз якої показаний на рис. 4, що знаходиться під дією імпульс-
ного навантаження. Фізико-механічні характеристики матеріалу приймались у 
відповідності до роботи [6], геометричні параметри моделі: H = 0,3 м, B = 0,1 м, 
Lтр = 0,01 м, Bтр = 0,0003 м. Величина максимального навантаження 
qmax = 2,5105 Па, змінення навантаження в часовому інтервалі t  [0, 18] мкс 
наведено на рис. 4, б. 

Фрагмент дискретної моделі привершинної області в поперечному перерізі 
пластини, побудованої із урахуванням наявності зони згущення в околі вершини 
тріщини, наведений на рис. 4, в. 

На першому етапі розв’язання задачі проведено дослідження напружено-
деформованого стану пластини без тріщини. Визначені власні форми та часто-
ти, отримані розв’язки на основі інтеграла Дюамеля. Дослідження збіжності 
результатів показало, що для розв’язання задачі достатньо утримання 12 влас-
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них форм. На рис. 5 і рис. 6 представ-
лено змінення з плином часу повздо-
вжніх напружень та переміщень в 
контрольній точці, що співпадає з 
розташуванням вершини тріщини 
(суцільна лінія). Для порівняння на-
ведено значення напружень і перемі-
щень, які отримані прямим методом 
інтегрування рівнянь руху за часом 
(кружки, розбіжність в межах 2-4 %). 

На другому етапі проведено 
розв’язання з урахуванням наявності 
тріщини. Обчислені на основі НМСЕ 
значення КІН при статичному наван-
тажені співпадають з результатами 
роботи [5] в межах 3-5 %. Аналогічні 
дані отримані і при порівнянні з данними роботи [5] при динамічному наванта-
женні для максимальних значень КІН. 

Висновки. Таким чином, на основі модального аналізу та розкладу 
розв’язку за власними формами і частотами розроблена методика визначення 
лінійних параметрів механіки руйнування для неоднорідних просторових приз-
матичних тіл з повздовжніми тріщинами, що знаходяться під дією динамічних 
навантажень. Вірогідність та ефективність отримуваних результатів підтвер-
джена результатами розв’язання тестових прикладів. 

  
Рис. 5 Рис. 6 
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УДК 539.3 

Баженов В.А., Гуляр О.І., Пискунов С.О., 
Андрієвський В.П. 

МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРОСТОРОВИХ ЗАДАЧ 
ТЕРМОВ’ЯЗКОПРУЖНОПЛАСТИЧНОСТІ ПРИЗМАТИЧНИХ 
ТІЛ З УРАХУВАННЯМ ПОШКОДЖЕНОСТІ МАТЕРІАЛУ 

Разработана методика решения пространственных задач термовязкоупругопластичности 
призматических тел с учётом повреждаемости материала на основании полуаналитического метода 
конечных элементов (ПМКЭ). 

TECHNIQUE OF THERMOVISCOELASTOPLASTICITY SPATIAL 
PROBLEMS DECISION OF PRISMATIC BODIES REGARDING 

DAMAGEABILITY OF A MATERIAL 
The technique of thermoviscoelastoplasticity spatial problems decision of prismatic bodies regarding 

damageability of a material on the basis of semianalytical finite element method (SFEM) is developed. 

Вступ. Значна кількість відповідальних елементів машинобудівних конс-
трукцій являють собою просторові призматичні тіла складної форми, що пере-
бувають під дією довільно розподілених у просторі та часі силового і темпера-
турного навантажень. Визначення їх несучої здатності потребує розв’язання 
просторових задач термов’язкопружнопластичності, що є можливим лише із 
застосуванням чисельних методів, зокрема методу скінченних елементів (МСЕ) 
та його ефективних модифікацій, до яких відноситься напіваналітичний метод 
скінченних елементів (НМСЕ). На теперішній час досвід застосування НМСЕ 
поширений на широке коло задач механіки деформівного твердого тіла [1-11]. 

Урахування нелінійного деформування (деформацій пластичності і повзу-
чості) потребує залучення покрокових алгоритмів моделювання процесу наван-
таження й ітераційного розв’язання отримуваних систем рівнянь на кожному 
кроці вирішення задачі. При цьому кількість кроків розв’язання задачі при мо-
делюванні тривалого деформування в умовах повзучості може становити по-
рядка тисячі, а, зважаючи на складність форми досліджуваних об’єктів і суттєво 
просторовий характер напружено-деформованого стану, кількість невідомих 
становитиме 100 000 і більше. У випадку змінного в часі навантаження, зумов-
леного зокрема наявністю температурного поля, складність задачі і, пов’язаний 
з цим обсяг обчислювальних витрат збільшується на порядок. 

Суттєве зменшення кількості невідомих дискретної моделі досягається із 
використанням косокутних скінченних елементів (СЕ), розв’язувальні співвід-
ношення яких враховують змінність компонент метричного тензору в площині 
поперечного перерізу СЕ. Це потребує розширення скінченноелементної бази в 
напрямку створення нових модифікацій СЕ, що враховують зазначені геометри-
чні особливості СЕ на основі розгляду напружено-деформованого стану дослі-
джуваних об’єктів в термінах фізичних компонент тензорів напружень та дефо-


